1- Calcular ladistanciadel punto A(1,2,3) alarecta I :

— — —

perpendicular alarectar.

- I _
Esevidenteque Al I ,larectaenformaparamétricaesl : |y = I un punto delamismaes B(0,0,0), su director U(0,1,0)

- - 2 1 N1 10 . —
BA(L23) , BA’ a(‘3 CHS j‘z l‘),BA' 0(-301) ,[BA" 0|=4/(-397 +0* +1° =410,
i =v0* +1* +0* =1
ladistanciadel punto A alarectar es, empleando la correspondiente férmula
BA" G
N I
a1

Un plano perpendicular alarectar tiene como vector normal a director de larecta N (0,10)

d(Ar) =

laecuacion del plano seradelaforma 0-X +1:y + 0-z + d = 0, calculamosd sustituyendo el punto A, obteniendo
y - 2 =10 como el plano pedido

2.- Determinar un plano que, siendo perpendicular alarecta r : (1+ 1,1+ 2l ,1) pase por e punto P(0,1,1). Estudiar laposicién de
larectar respecto del gje OZ.

El vector director delarectar es U(1,2,0) , que tomaré como vector normal del plano N (1,2,0)

laecuacion del plano perpendicular alarectar seradelaforma 1:X + 2-y +0-z+d = 0, calculamosd sustituyendo P, obteniendo

X+ 2y - 2=0 como el plano perpendicular alarectar en el punto P

ix=0
El ge OZ tiene como ecuacion S: % y =0, sudirector es el vector \7(0,0,1) , estudiaremos €l rango de lamatriz formada por los
%z:I
A 05
directores de ambas rectas C = gZ 0— P Rango(C) =2 P lasrectas se cortan en un punto o se cruzan, tomemos un punto en
& 15
cadarecta: A(1,1,1) enr y B(0,0,0) ens BA(l,ZLl) , §i affadimos alamatriz C la columna integrada por este vector
10
tendremos|2 O 1=0+2+0- (0+0+1)=2-1=11 OP lasrectassecruzan
0 1

3.- Hallar laecuacion del plano que es perpendicular al segmento de extremos A(3,2,-1) y B(2,0,3) en el punto medio del mismo.
AB(-1-24) =N , PM,;(5/2,1,)), laecuacion del planosera - X- 2y +4z+d =0, sustituyendo el punto medio
obtenemos - X- 2y+4z+1/2=0

4.- Sean |os puntos P(3,1,5), Q(-1,7,3). Por €l punto medio del segmento PQ trazamos un plano 0 perpendicular a dicho segmento.
Este plano cortaalos ejesenlospuntos A, By C. Se pide: @) Escribir laecuacion de P . b) Calcular el &rea del tridngulo ABC.
PQ(- 46,-2)=N , PM po (L,4,4) , laecuacion del plano P serd - 4X+6Yy- 2z+d =0, sustituyendo el punto medio
obtenemos P : -4X+ 6y - 2z- 12 = 0, ahora cortaremos el plano cal culado con cada uno de lostres gjes
ix=lI
Corte con el gje OX: laecuacion es : y =0, sustituyendo en el plano obtenemos - 4l - 12=0P | =- 3, el punto A(-3,0,0)
1z=0



1 X=0
Corte con el gje OY: laecuacion es : Y = M sustituyendo en el plano obtenemos 6M 12=0P mM= 2, ¢ punto B(0,2,0)
% z=0
ix=0
Corte con el gje OZ: laecuacion es : y =0, sustituyendo en el plano obtenemos - 2n- 12=0P n = - 6, & punto C(0,0,-6)

1z=n

AB(3,20) , AC(30,-6) , AB”~ AC(

2 0 |3 3 3
- : ) =(- 12,18- 6)
0O -6 0 -6{2 O

Wa' E‘ = /(- 12)? +18° + (- 6)% =144+ 324 + 36 = /504 = 24/126

Area(ABC) :%‘ﬁ A—C‘ =126

i3x+2y-z=1
5-Dadalarectal : |
12X- y+5z=8
desde el origen al plano anterior.
Laecuacion del haz de planos que contiene alarectar es S(3X + 2y - z- 1) +t(2x- y+5z- 8) =0P
P (3s+2t)x+(2s- t)y+(-s+5t)z- s- 8t =0, el plano que buscamos pertenece a este haz y contiene a punto P, de
donde
(3s+2t)1+(2s- t)-3+(-s+5t)-8-s- & =0pP 3s+2t+6s- 3-8s+40t- s-8t=0p 34t =0P t=0
sustituyendo en el haz t por 0 obtenemos el plano P : 3X+ 2y - Z- 1= 0, curiosamente el primero de |os planos que definen ar
Para calcular ladistancia desde el origen al plano cal culado s6lo tenemos que sustituir en laférmula de la distancia de un punto aun

0 0(0000)p) oo 04 P 1
plano U9)P _J32+22 +(-1)?2 _49+4+1_J1_4

hallar la ecuacién del plano que pasa por r y por P(1,3,8). Calcular también, ladistancia

6.- Determinar la ecuacion continuade larectar que es perpendicular y cortaalasrectassy t siguientes:

s:(+21,2-11+1) ,t:(4+m6+ mb- 2n)
Sin duda larecta que buscamos seré la perpendicular comin , estudiaremos primero la posicion entre las rectasdadas

x?2 16
4(2,- 11), V(1,1,- 2), lamatriz formada por ambos C :g- 1 1.p ;‘ =2+1=31 0p Rango(C)=2,las
§1-25

rectas se cortan en un punto o se cruzan, parasalir de dudas elegimos un punto en cadaunaA(1,2,1) ensy B(4,6,5) ent

AB(3,4,4) , afadiendo alamatriz C lacolumnaformada por este vector tenemos el determinante

2 1
-1 1 4=8+4+6-(3- 4-16)=18+23=411 0P lasrectassyt secruzan, en efecto pues, larectar serala
1 -2

perpendicular cominasyt
Consideremos el plano P que contiene alarectasy seaparaeloat P : (X, Y,2) =(1,21) +1 (2,- 11) + nfl1,- 2) , laecuacion
general de este plano surge del determinante

2 1 x-
-1 1 y-2=0b 2z-2+y-2+2Xx-2-(X-1-z+1- 4y+8) =0b p:x+5y+3z- 14=0, ahora

1 -2 z-
proyectaremos ortogonalmente larectat sobre el plano O , en realidad s6lo necesitamos proyectar un punto de esarecta, por gemplo,
B(4,6,5), necesito unarecta perpendicular a plano P en el punto B, esdecir
(%, Y,2) =(4,6,5) +a(1,5,3), lainterseccion de este recta con €l plano nos dara el punto B proyeccion de B en el plano P
l(4+a)+5(06+5a)+3(5+3A)- 14=0p 4+a+30+25a+15+% - 14=0P

P 35a+35=0bP a=-1,dpuntoB’(3,1,2)



Laproyeccién det enel plano P eslarectat™: (X, Y, 2) =(31,2) + b(1,1,- 2) , ahoranecesito calcular lainterseccion entre las
rectassy t’; el sistemaaresolver sera

1+2] =3+b
2-1 =1+Db Si sumo la segunday tercera ecuaciones obtengo 3= 3- b P b =0P lainterseccion entrelas dos rectas
1+1 =2-2b

esel punto B (3,1,2)
La perpendicular comin alasrectassy t es unarecta que pasapor B” y tiene como director al vector normal del plano N (153
r_x-3:y-1:z-2

1 5 3

X-2_y+1 _ z-3
-2 3
A(2,-1,3) esun punto de larecta dada, el vector OA( 2,- 1,3), donde O es el origen de coordenadas, tiene distinta direccion que el

7.- Dada larecta de ecuacion , determinar la ecuacion del plano que lacontieney pasa por el origen.

director delarecta U(2,- 2,3) , puedo tomar ambos como directores del plano deseado

p:(xY,2) =(2-13 +1 (2,- 2,3) + NMi2,- 1,3) eslaecuacion pedida

. _ ix-2y+z=1
8.- Hallar laecuacién del plano perpendicular alarecta I :© | N 3 y que pase por A(1,0,-1).
ToXty=-
El vector director de esarectame servira como vector normal del plano, calcularemos dicho director expresando larecta en otraforma
que no seaimplicita

El menor de orden dos compuesto por |os coeficientes de x y z en las ecuaciones dadas es ‘1 j =-11 0,haemos Y =1 yen

funcion de éstaobtenemos X =-3- 1 ,z=4+3 ,larectadadaesr : (X, Y,2) =(-304)+1(-113),

sudirector G(- 1,1,3) = N , el plano pedidoesp : - X+ y+3z+ D = 0 , determinaremos D sustituyendo el punto A dado
-1+0+3(-)+D =0pP -4+D=0P D=4P p:-x+y+3z+4=0

9.- Determinar la ecuacion continua de larecta que pasa por P(1,2,2) y es perpendicular alas rectasr y ssiguientes:
iX+2y-3z-1=0 i3x- y+3z=0

i ,SIi
i X+2y-z=0 1 X+4y-2=0

El director de larecta pedida sera el producto vectorial de los vectores directores de lasrectasr y s, necesitamos obtener ambos.

Comienzo por r , el menor de orden dos compuesto por los coeficientesdex y zes

j:-1+3:21 O ,haemosy =1y

, x-3z=1- 2l _ _
en funcién de ésta obtenemos o restando ambas expresionesresulta- 2Z=1P z=-1/2 ,y despejando
X-2z=-

x=-1/2-21 ,r:(xYy,2)=(-1/20,-1/2)+1 (-210), G(- 210

Seguimos con s, el menor de orden dos compuesto por |os coeficientesdex y zes

(j:-?:l O , haremos Y = Iy en funcidn

de éstaobtenemos X =2- 41r, 2= _ 3);+y =_ 6+1§rn+ m=-2+13rT13,

s: (X, Y,2) =(2,0,-2)+ n{- 4113/ 3) , V(- 12,313) , he preferido un mdiltiplo paraevitar |as fracciones
1 3 -2 -12|-2 -12
" , ) =(13,26,6) .

a’ v
(O 1 0 1 1 3
x-1_y-2_2z-2

26 6

Larectapedidaes

10.- Calcular algan valor de a para que el producto vectorial de los vectores G(1,2,a) y V(1,a,0) tengaladireccion del eje OZ.



. . a (1 111 1 )
El eje OZ tieneladireccion del vector W(0,0,1) , U~ V( - , )=(-a‘,a,a- 2)
0O la O]2
U’ v=kwb a=0p 0" V(00,2
iX+y-z+1=0
11.- Hallar laecuacion del plano P que contiene alarectade ecuacion I © y esortogonal al plano
1 X+2y+z=0

r:2x- y+3z+1=0. Calculalarectadeterminadapor losplanos P, I .
El plano P pertenece a haz de planos determinado por larectar , laecuacion de dicho haz es del tipo
a(x+y-z+1)+b(x+2y+2)=0b (at+tb)x+(@+2b)y+(-a+b)z+a =0, s e plano que buscamos es
ortogona a I , el producto escalar de los vectores N(a +b,a+2b,-a+b)y N'(Z,- 1,3) debe ser cero, luego
2a+2b-a-2b-3a+3b=0pb -2a+3b=0P b =2a/3, sustituyendo obtenemos
(@a+2a/3x+(a+4al/lyy+(-a+2a/3z+a=0b 5ax/3+7ay/3- az/3+a=0"pb
P 5x/3+7y/3-2z/3+1=0P p:5x+7y-z+3=0
i5x+7y- z+3=0
Larectadeterminadapor losplanosP , I' esenformaimplicita S: | , paraexpresarla de otra manera
12X- y+3z+1=0
actuamos como de costumbre , el menor de orden dos determinado por los coeficientesdey y zes
7 - 7y-z=-3- 5
=21-1=201 0, haciendo X =| obtenemos y , multiplicando la segunda ecuacion por 7'y
-1 -y+3z=-1- 2
suméandolaalaprimeraobtengo 20z =-10- 191 b z=-1/2- 19l /20, despejandoy en la segunda ecuacién obtengo
y=3z+1+2l b y=-3/2-571 /20+1+2] =-1/2- 171 /20
larectaes S: (X, Y,2) =(0,-1/2,-1/2) + 1 (1,- 17/ 20,- 19/ 20)

+1
12-Dadalarectal : X- 1= yT = Z.Hallar ladistancia del punto P(1,0,0) aella

Esfécil comprobar que P no pertenece alarecta sustituyendo en su ecuacion
El vector director delarectaes UG(1,2,1) , un punto delamismaesA(1,-1,0), AP(0,1,0)

- 1 22100 0 1 —
AP’ U(O 1o 1“1 2):)(1,0,-1) ,‘AP' vl =J12 +02 +(-1% =2 o=V + 22 +2° =6
L I B Y
’ g J6 3
iX-y+2z-3=0
13- Hallar ladistanciadel punto A(1,-2,0) alarectar : 1 o 74120 asi como laecuacion del plano que pasa por el punto
i - =

Ay esperpendicular aalarectar.
Comenzaremos expresando larectaen formavectorial , el menor de orden dos determinado por los coeficientesdex ey es

1 -
2

larectaes : (X, Y,2) =(-1/2,-7/2,0) +1 (1,5,2) , hemos puesto como director un multiplo del que originalmente salié
El punto A no pertenece alarecta, puesto que no verifica su ecuacion, un punto de larectaes B(0,-1,1), lo obtengo sustituyendo el

3‘221 OP tomaremos Z=1 yenfunciondeellaobtenemos X =-1/2+1 /2, y=x+2z- 3=-7/2+5l /2

pardmetro | por el valor %de este modo evito trabajar con fracciones, BA(l,- 1-1), G452

-1 5 1 1 i N
LAl 2‘ . j) =(3-36) , ‘BA' u‘ =& +(-32+6° =54, [i| = V12 +5% + 2% =30
‘BA, U‘ _ /54 _i
a 30 45
El plano que pasapor A y es perpendicular ar tiene como vector normal al directro de larecta, por tanto sera
X+5y+2z+ D=0, cacularemosD sustituyendo el punto A, obteniéndose finalmente el plano

BA” G( -

d(Ar) =




p:x+5y+2z+9=0

14.- Encontrar |a ecuacion de un plano perpendicular al plano P : 5X + Yy +4z = 0 y que pasapor los puntos A(3,2,1) y B(3,4,4).
Previamente debe comprobarse que ni A ni B pertenecen al plano dado

Uno de los directores del plano buscado sera el vector AE;(O,Z,?:) , € otro el vector normal del plano |0 , esdecir

N (51,4) , laecuacion del plano sera (X, Y, 2) = (3,21) + 1 (0,2,3) + nt5.1,4)

15.- Hallar la ecuacion del plano que es perpendicular al plano P : X - 3y + 2 =0y pasapor los puntos P(1,3,0) y Q(4,-2,1).
Igual que € gjercicio anterior PQ(3,- 51 , N(L- 31) e planosera (X, Y, 2) = (1L3,0) +1 (3-51) + n{L- 31)

16.- Sean dos planos de ecuaciones P : ax +9y - 3z=8 y r : X+ ay- z =0y sear larectainterseccion de ambos.
Determinar € valor de a para que: @) Los dos planos sean paralel os. b) L os planos sean perpendiculares. ¢) Larectar corte al plano

OXY en un punto que diste «/E del origen.
a) Para que los planos sean paral el os deben ser proporcionales los coeficientes de x, y,z, pero no el término independiente

E = g = __3 1 ﬁ P a=3
1 a -1 O
b) Para que los planos sean perpendiculares el producto escalar de sus vectores normal es debe ser cero, por tanto
al+9a- 3(-1)=0pb 10a+3=0pP a=-3/10
¢) El menor de orden dos determinado por los coeficientes de x y z en las ecuacionesimplicitas de larectas es
a -

1 -

j =-a+31 0 sisuponemosque al 3, locual esevidente puesto que en caso contrario no habriarecta, haremos

, ax- 3z=8-9 o . _
y =1 y obtendremos en funcion de ella | , Sl se multiplicalasegunda ecuacion por -3y selesumaalaprimera
X-Z=-a
obtenemos (a- Ix =8+ (3a- 9)I b x=8/(a- 3)+3 ,z=x+al =8/(a- 3)+(a+3l
r:(xy,z)=(8/(a- 3),08/(a- 3)) +1 (31,a+3), e plano OXY tiene ecuacion z = 0, lainterseccion entrer y el plano
OXY seobtiene resolviendo laecuacion z=0P 8/(a- 3)+1 (a+3)=0b | =-8/(a®- 9), sustituyendo estevalor enla

8a -8
recta obtengo el punto M (2—
a -

9'a’-9

,0) , ladistancia de este punto al origen sera el médulo del vector

N _ N 2 2
OM(&,z—Bg,O),esdecir‘OM‘:\ 64a + 64 +O=JM:«/§,

a’-9 a (a’-9° (a*-9)? (a®-9)?
2
%:w 64a? +64=2a' - 36a>+162 P 2a‘- 100a> +98=0P a'- 508 + 49 =0, ecuacion cuyas
a -

solucionessona=1ya=7

ix+y-2z+1=0 i2x+y-2z-1=0
i , S .
%2x-y+z-1=0 %x-y-22+1=0
Estudiaremos laresolucién del sistemaformado por |as cuatro ecuaciones que nos dan

17.- Determinar si lasrectasr y ssiguientes se cortan o se cruzan: I .

d 1-2:-1pad 1-2:-1gd 1-2:-1pad 1-2: -1
L @-1 1% 1. §0 -3 5 3 Q0 -1 3 3 o -1 3 3
AiB= - T~ T~ -

¢2 1 -1: 1% -1 3: 3 % -3 5: 3 % 0-4:-6°

1 -1 -2 : -15 8 -2 0: 058 -2 0: 058 0 -6: -65
8811-23-193@1 1 -2 -1

O -1 33 go L3 3 5 Rango(A)! Rango(A'B) = 4
%0 0 2! 3 %% o0 2 3 J oL
& o-sz-eggooozsg

El sistema esincompatible, cabria pensar que las rectas fuesen paral el as, pero esta posibilidad queda rechazada puesto que

Rango(A)=3 lo cual indica que ambas rectas no estan situadas en un mismo plano, por tanto las rectas se cruzan
Se podria haber realizado el gjercicio pasando aformano implicitalas ecuaciones de las rectas



18- Hallar la ecuacion del plano que contiene alarectadeecuacion r © (- 1+ 31,1+ 2| ,2+1 ) y esperpendicular a plano
p:2x+Yy- 32+ 4=0.Determinael angulo formado por larectay el plano dados.

Estudiemos previamente la posicion entre larectay el plano dados, G(3,21) , N (21-3

GN=6+2-3=51 0b larectacortaal plano en un punto, y no de forma perpendicular a plano puesto que los vectores U y
N tienen distinta direccién
El plano buscado tendra como uno de sus directores el de larecta, el otro serd el vector normal del plano P
Por tanto el plano pedidoes I : (X, Y,2) = (- 11,2) +1 (321 + n{21,- 3
Parahallar €l angulo entre larectay €l plano dados utilizaremos la correspondiente formula
U-N 5

5 .,
sena=——= =—p a»20°%529
GHN| Vo+4+1a+1+9 14
jax- 2y=a- 4 i3x- az=3- 4a
19.- Halaa para que sean paralelaslasrectas I' : { ySii
i 3x- 2z=-3 1 3y-2z=-
Expresemos ambas rectas de otro modo:
- 0
El menor de orden dos formado por los coeficientesdey y zenr es no nulo, en efecto 0 2‘ = - 4, expresemos lavariable
_4-a L2
: o -2y=a-4-a YT 5,75
X =1 , enfuncién de ellalas ecuacionesimplicitas de larectar quedan p , luego
-2z=-3-3 _3,3
z=—+—I
2 2
!
! x=I
1. _4-a, a . .
r-yy= > +EI , del mismo modo, el menor de orden dos formado por |os coeficientes de x ey en ses no nulo,
i
) 3 3
l z=—4+"]
1 2 2
3 0 _ » _ 3Xx=3- 4a+am
= 9, expresemoslavariable Z = I, en funcion de ellalas ecuaciones de larecta s quedan
0 3 y=-2+2m
ix 3- 4a+ a
(=34 a 73 3
3 3 4,222
b ,uego S| y=—+—m,
- 2+ . 3 3
y=—+—m | —
3 3 [ Zz=m
t

los directores de ambas rectas pueden ser U(2,a,3) y V(a,2,3), paraque | as rectas sean paralelas, deben serlo ambos, en cuyo caso
a = 2, cabriapensar si pudieran ser coincidentes, para salir de dudas, elegimos un punto en laprimeraP(0,1,3/2) y otro en la

segunda Q(-5/3,-2/3,1), el vector PQ(- 5/3-5/3,-1/2)° (10,10,3) tienedistintadireccion que U y V, luego las rectas son
definitivamente paralelas

R i
|
20.- Dadaslasrectasr : | y S: % y=I y € punto P(1,0,1), hallar e plano determinado por Py, y el plano
i i
|

determinado por Py s.
Esfécil comprobar que el punto P no pertenece a ninguna de las rectas dadas sustituyendo directamente en sus respectivas ecuaciones
Paras determinar el plano pedido, en €l primer caso podemos considerar el haz de planos que determinan larectar

a(x+y-2)+bz=0pP ax+ay+ bz- 2a = 0, imponiendo la condicién de que uno de estos planos pasa por el punto P
obtenemosa +b- 2a=0P a=b b ax+tay+az- 2a=0b x+y+2z- 2=0 esel plano pedido

En el segundo caso sblo necesitamos obtener el segundo vector director del plano, nos servird el que unalos puntos Py A(2,0,2), este
segundo punto pertenece alarectas



PA(l,O,l) P el plano pedidoes (X, Y,2) = (20,2) +1 (11,- 2) + n{1,0,1)

i Xx+2y-2z+3=0

21-Dadalarectar : {
13x+5y+2z-1=0

a) Laecuacion del plano que contienea Py es perpendicular alarectar. b) Calculaladistanciade Par.

El punto P no pertenece alarectadada, se deduce facilmente sustituyendo en las ecuaciones

a) Comenzaremos expresando larectaen forma paramétrica, por ggemplo

El menor de orden dos determinado por |os coeficientes de x e y en las ecuaciones implicitas de larecta es no nulo, en efecto

12 L X+2y=-3+I . _ iy

3 g =5-6=-1, haremos Z=1| y en funcién de ésta obtendremos , multiplicando la primera ecuacion

3x+5y=1- 2l
por 3y restando |la segundatenemos Y = - 10 + 5| , despejando en laprimeradeducimos X =- 2y - 3+| =17- 9l
1 X=17- 9l
r: } y =-10+5Il , e vector director de larectame servira como vector normal de un plano perpendicular alamisma, solo

1 z=1

y € punto P(2,1,2), se pide:

necesito imponerle que contenga al punto P, luego €l plano que buscamosserd - 9X+5y+z+11=0

-15 -9-15 -9
, ) =(13,24)
11 5

- - 11
b) A(17,-10,0) esun punto de larecta, el vector AP(- 1511,2) , AP~ U(‘ 5 j,-‘ 5

AP g _1+9+576 _ /586
o J8l+25+1 107

Utilizando laférmula de ladistanciade un punto aunarecta d (P, r) =

22.- Seconsiderael plano P : X+ 3y +Z =7 ylospuntosA(1,1,1) y B(2,1,-1), se pide:

a) Comprobar que A y B estén al mismo lado del plano. b) Halla C situado sobre larecta perpendicular a plano que pasapor B, a
igual distanciadel plano que B, pero al otro lado del mismo.

a) Cualquier plano AX+ By + Cz+ D = 0 divide al espacio en dos semiespacios, uno el de los puntos que verifican lainecuacion

Ax+ By +Cz+ D >0, e otro verificando AX+ By + Cz+ D <0, en nuestro caso al sustituir A y B enlaformula

X+3y +2- 7 obtenemos - 2< 0y - 3<0, respectivamente, por tanto A y B se encuentran al mismo lado del plano

b) C no es otracosa que el simétrico de B respecto del plano, comenzaremos cal culando la ecuacion de larecta perpendicular a plano
enB, (X,¥,2) =(2,1,- 1) + 1 (1,3,1), acontinuacion cortaremos esta recta con €l plano para cal cular |a proyeccion ortogonal de B
eneplano2+| +3(1+3l)- 1+l - 7=0pP -3+11 =0P | =3/11, sustituyendo de nuevo en larecta obtenemos

M(25/11,20/11,-8/11) proyeccion de B, este punto es el punto medio del segmento de extremosB y B” donde B'es el simétricodePsi
2+a _251+b_20 -1+c_-8

=—— delasque

2 11 2 11 2 11

llamamos alas coordenadas de B'(@, b, C) obtenemos las ecuaciones

pueden deducirse las coordenadas de P"(28/11,29/11,-5/11)

23.- Encontrar |as ecuaciones de una recta que pase por €l punto P(2,0,0), esté contenidaen el planop : 3X+ 2y =6 y sea

. y-2 z-3
perpendicular alarectal : X = —— = ——
-1 -2
Comenzaremos expresando larectar de otro modo, si hacemos X = | , obtenemos en funcién de ésta
y=2-1,z=3-21 P r:(xVY,2 =(0,23) +1 (1,- 1,- 2), larectaque buscamos es perpendicular ar y esta contenida en
[P, su vector director seré perpendicular al vector director delarectar y al vector normal del plano P, de modo que tendréla
.o ~1-1 2 1 3|1
direccion del producto vectorial de estos vectores U~ N (| - ' ) =(4,- 6,5)
-2 -2 O-1 2
larectapedidaes S: (X, Y, 2) = (2,0,0) + ni4,- 6,5)
x-3_y+5 z-1 i3x+2y+2z=0
24.- Dadaslasrectas I . = = ySii , sepide:
2 -2 -1 1 X+2y-2z2=0

a) Compraobar que son paralelas. b) Hallar ladistancia entre ambas.
Expresemos s de otro modo: El menor de orden dos determinado por los coeficientes de x ey es no nulo, en efecto



3 2 . - o 3X+2y=-2m , ,
=6- 2=4, haciendo Z = I obtenemos en funcién delamisma , restando ambas ecuaciones deducimos

1 2 X+2y=2m

que 2X=-4mP X =- 217, despgjando 2y =2m X =4mb y=2mpP s:(X,Y,z) =(0,0,0) + n{-2,2,1)

a) Los respectivos vectores directores tienen claramente la misma direccion, |as rectas serén paralelas o coincidentes, parasalir de

dudas elijo un punto en la segunda recta O(0,0,0) y lo sustituyo en la primera, obtengo que no verifica su ecuacién, definitivamente

las rectas son paralelas

b) Paracalcular la distancia entre ambas bastara con cal cular ladistanciadel punto O(0,0,0) ala primerarecta, A(3,-5,1) s un punto

-5 -2 13 2| 3
1_1_1

delamismay U(2,- 2,- 1) su director; OA(3,- 51, OA’ { ) =(754) , sustituyendo en la

2
1 -5 -2

@\' U‘ _49+25+16 _ 0 _ g5
| Ja+4+1 NE)

formuladeladistancia d (O, r) =

25.- Determina el angulo que forma unadiagonal de una carade un cubo con ladiagonal de una cara adyacente que tiene un extremo
comun con laanterior.
Parafacilitar los cél culos supondremos que el cubo descansa con uno de sus vértices en el origen, y que sus aristas son de longitud la
unidad, determinaremos ese angulo como el que forman, por ejemplo, ladiagonal delacaraque descansaen el plano X = 0 conla
diagonal delacaraque descansaen el plano Z = O: laprimeradiagonal esta contenida en larecta que une el origen de coordenadas
con el punto A(0,1,1), esdecir I : (X, Y, 2) =(0,0,0) +1 (0,1,1), del mismo modo, la segunda diagonal pertenecera alarectaque
une el origen con &l punto B(1,1,0)
S: (X% Y,2) =(0,0,0) + nfl,1,0) , el angulo que forman estas rectas coincide con el que determinan sus directores

av _ 0+1+0 :Eba:600

2 TIN  Jostririr0 2

26.-Dado el planop : 3X+ 2y - 52+ 3 =0 y el punto A(2,1,-1), calcula: a) Ladistanciade A a plano. b) Las coordenadas del
punto A’ en el plano cuyadistanciaal punto A coincidacon ladistanciade A al plano.
Jd(A D) |3-2+2-1+5-1+3| 16
a p = =
N9+4+25 /38

b) El punto A”esla proyeccion ortogonal del punto A en el plano O, paracalcularlo cortaremos la recta perpendicular a plano en el
punto A condichoplano I & (X, Y,2) = (21-1) +1 (32-5) P 3(2+3 )+21+21)-5(-1- 5 )+3=0Pp
P 6+9 +2+4] +5+25] +3=0pP 16+38 =0P | =-8/19p A(14/19,3/19,21/19)

27.- Calculael angulo que formaladiagona de un cubo con unade sus caraslaterales.

Consideramos €l mismo cubo del gjercicio 25:

Ladiagonal del cubo estara contenida en larecta que pasa por €l origen de coordenadasy por el punto P(1,1,1), €l director de esarecta
es U(1,1,1), demodo que larecta est : (X, Y, 2) =1 (1,1,1), unadelas caras|aterales del cubo podria ser, por ejemplo laque se

apoyaen el plano Z = 0, bastara con calcular el dngulo que formalarectacon el plano
TR 1 1

TN VBB

G(L1D), N(0,0)) b sena b ax»35°1551"

28.- Averiguar si el plano P : 2X +5y + 7z = - 3 contienealarecta r : (37- 41 ,5+21).
En primer lugar estudiaremos la posicion entre los vectores U(0,- 4,2) y N (25,7)

G-N=0-20+14=-61 0P larectacortaa plano en un punto, pero no esta contenida en el mismo, podria haberse empezado
probando si un punto de larecta, por ejemplo P(3,7,5), pertenece a plano, enseguida se averigua que P no verificala ecuacion del
plano

ix+3y-2z=0
%Zy- z+1=0

29.- Determinar lalongitud del segmentodelarecta I : comprendido entre los planos

p:2x+z=2yr:x+y+5=0.



Comenzaremos expresando larecta en otro modo: El menor de orden dos formado por los coeficientes de x y z en las ecuaciones

implicitas de larectaesno nulo, en efecto,

j‘ =-1P haciendo y =1 obtenemos Z=1+2| enlasegundaecuaciony

X =1- | enlaprimeraecuacion, r : (X, Y, 2) =(1,0,1) +1 (- 1,1,2) , continuaremos estudiando |a posicién de larecta con cada
plano, empezandopor p P T(- 11,2), N(20,) P G-N=-2+0+2=0bP r esparaelao estacontenidaene planop,
parasalir de dudas elijo un punto de larectaA(1,0,1) y lo sustituyo en laecuacion del plano 2 +11 2 P larectaesparaelaal
plano, sigo con el otro plano G(- 1,1,2), N;(l,l,O) b GN =-1+1=0pP r es paralelao esta contenidaen el plano I ,

sustituyendo A(1,0,1) en laecuacion del plano obtenemos: 1+0+51 0 P larectaesparaelatambién al plano I , enesecaso la

totalidad de |arecta estd comprendida entre los planos, lalongitud del segmento pedido seria ¥ , en este tipo de gjercicos lo que suele
suceder es que larecta cortaa ambos planos en sendos puntos A y B, el segmento pedido serialadistancia entre esos dos puntos

i 2x-y=0
30.- Determinar lalongitud del segmento delarecta I : | +yl 0 comprendido entre los planos
1X-2z+1=
p:3x+z=5yr:x-y-2=0.

Actuando en lamismalineaque el gercicio anterior:

0
lel Ob x=1 b y=2l yz=1+I

r:(xy,z)=(0072)+1 (1,21), sigo conlaposicion entre larectay €l plano P
(321, N (30D b UN=3+0+1=41 0b rcortaa plano en un punto, lo determinaremos

3l +1+1 =5b | =1P P(1,2,2) esel corteentrelarectar y el plano P , continuemos con larectay el otro plano
a2, N,'(l,- 10) b GN =1-2+0=-1! Ob r cortaal plano en un punto, lo determinaremos
| -21 -2=0P | =-2P Q(-2,-4,-1) esel corteentrelarecta y el plano r

d(P,Q)= ‘PQ‘ =+/9+ 36+ 9 = /54 eslalongitud del segmento delarectar comprendido entre los planos dados

31.- Estudiar lainterseccion de los planos en cada caso sefialando si es vacia, si setratade un punto, de unarectau otrafigura:
Aap:X-y+z=0,r:3x+2y-2z=1,u:5=1
b)p:2Xx+y=5,r:x-32=4,u:4x+y- 62=10.
a) Estudiemos el rango de la matriz ampliada asociada al sistema de ecuaciones formado por los tres planos

A -1 1509@11-13093@.1-1309@1-1309
(A;B):gs 2 -2 1;~g-2 3 2 1;~go 5 0 1;~go 5 0 : 1.b

% 0 0:1; 05 0: 1z 05 0: 1; & 0 0 : 0y
P Rango(A) = 2 = Rango(A:B) b El sistema es compatible indeterminado, |os planos son secantesy distintos , o bien, dos
coincidentes y uno secante, esta Ultima posibilidad se descarta observando | as ecuaciones, no hay dos proporcionales, se cortan por
tanto en unarecta cuya ecuacion se obtiene facilmente: Y =1/5, haciendo z=1 P x=y+z=1/5+1
r:(xy,z)=(1/51/50)+1 (1,01)
b)Repitiendo el proceso

2 1 055(_35@.2 055(;')66.2 OfS(jaé.Z 055(;')
(ASB):gl 0 -3 : 4;~go 1 -3 4;~go 1 -3 4;~go 1 -3 4:p

% 1 -6 1105 &1 4 -6 : 105 & 2 -6 : 55 ¥ 0 0 : -3
P Rango(A) =21 Rango(A:B) =3b El sistemaesincompatible, los planos se cortan dos a dos formando una superficie

prismética, o bien, dosdelos planos son paralelosy el otro los corta, esta Gltima posibilidad se descarta observando | as ecuaciones,
no hay dos proporcionales, se cortaran dos a dos formando una superficie prismatica

32.- Determinarazonadamente la ecuacion de todos los planos que contienen alarectar : (1, 1,1 ) y son paralelosalarecta
S:(l+2m2m 1+2n).
Comenzaremos estudiando la posicion entre las dos rectas, sus vectores directores U(1,1,1) y V(2,2,2) son proporcionales, las

rectas seran paralelas o coincidentes, larecta I' pasa por el origen de coordenadas O(0,0,0), larectaS no, son por tanto paralelas, en
ese caso cualquier plano que pertenezca al haz de planos secantes que determinalarectar salvo aquél que también contenga alarecta
sseraparaeloalarectas



Para determinar la ecuacion del haz de planos que determinar comenzamos expresando |a recta en forma paramétrica
ix=lI
. y - O - -

-0 por egemplo, laecuacion del haz

| X-
r:jiy=1 restando por parejas se obtienen las ecuaciones implicitasdelarecta I :
- y- Z=

—_——

1z=1
deplanosesa(x- y) + b(y- z) =0b ax+ (-a+ b)y- bz=0, delosinfinitos planos que contiene el haz hay que
excluir aguél que contiene alarectas, esdecir, aquél que pase por el punto P(1,0,-1), sustituyendo en la ecuacion del haz obtenemos

a+b=0pP a=-bb -x+2by- ke=0P - x+2y- z=0 serael plano aexcluir del haz

33.- Hallar la posicién relativa de | os planos siguientes:

p:2x- y+3z=11,r :X+y-z2=6,U:Xx- 5y +9z2=4.

Estudiemos el rango de lamatriz ampliada asociadaa sistema de ecuaciones formado por los tres planos
2 -1 3311(_')3:;1 32511@39132511@33132511@

(ASB):gl 1 -1 6;~g 1 -1 1: 6;~g 0 2 3: 17;~go 2 3 17:b
§1 -5 9 ! 45 &5 9 1 : 45 &0 -6 -9 : -515 &0 0 0 : O

P Rango(A) =2 = Rango(A:B) P El sistema es compatible indeterminado, los planos son secantesy distintos, o bien, dos

coincidentesy uno secante, esta Ultima posibilidad se descarta observando | as ecuaciones, no hay dos proporcional es, se cortan por

tanto en unarecta cuya ecuacion se obtiene facilmente: X =1 ,z=17/2- 31 /2, y=3z+2x-11=29/2- 5| /2

r:(xy,z)=(0,29/217/2) +1(2,- 5,- 3), obérvese que el vector director elegido hasido un mdiltiplo del original paraevitar

fracciones

34.- Dados los puntos P(1,3,-2) y Q(2,3,5), hdlar my n paraque el punto R(m+1,3, n) esté alineado con |os otros dos.
Asi serasiempre que R pertenezca alarecta que pasa por los puntos Py Q
PQ@O0,7)P r:(X,Yy,2) =(13-2)+1 (1,0,7), si sustituyo el punto R en esa recta obtenemos

m+1=1+| 5
n+
3=3 P despejandoy eliminando| en laprimeray tercera ecuaciones obtengo m = T , ecuacion con infinitas

n=-2+7l
soluciones, que verifican curiosamente todos |os puntos de larectar, el punto R puede considerarse como unaformaespecial de
ecuacion delarecta, seobservaque Y =3, z=n, X=(n+9)/7, s: (X, ¥,2) =(9/7,30) + n(9/7,0,1) esunarectaque
coincide conr

35-Dadoslosplanosp : X- 22=0,r :y- z=1,u:ax+by+z=1, halarlas condiciones que deben cumplir a y b para

gue se corten en un punto.
Estudiemos el rango de lamatriz ampliada asociada al sistema de ecuaciones formado por los tres planos

aé.O-ZfOQaé.O -25093@.0 -2 09
(AEB):EO 1 -1 : 1;~gO 1 -1 1;~gO 1 -1 l;paraquelosplanossecortenen

S&a b 1 : 15 & b 1+2a : 15 % 0 1+2a+b @ 1-bg
un punto el sistema ha de ser compatible determinado y por tanto Rango(A)=3, esdecir, 1+ 2a+b* 0
36-Seanlosplanosp : (L+t)X+ty+z=0,r : x+2y+2z=1,uU:Xx+y+2z=1, sepide
a)Hallat para que se corten los tres en un mismo punto. Calcula ese punto.

b)Caso contrario, pruébese que se cortan dos a dos seguin tres rectas paralelas.
a) Estudiemos el rango de lamatriz ampliada asociada al sistema de ecuaciones formado por |os tres planos

gé+tt150('_j¢ae11131(‘j€é. 113158511 11 1p
(A:B)=¢ 122:%-¢ 122 2~ 12:1~0-1 0: -1~
& 1 1 1: 1z K+t t 1 : 0y &1 1+t t : 0y & t t-1 : -1

da 1 1 : 16
~ gO -1 0 : -l.stt1p Rango(A) = 3P Lostres planos se cortan en un punto, lo cal cularemos

0 0 t-1: -1-tg



1+t
Enlasegundafilaseobtiene X =1, enlatercerafilaobtenemos Yy = ﬁ , Sustituyendo en laprimera Z = ﬁ luego el punto

-1-t 1+t)
t-1't-1
b)Sit=1P Rango(A) =21 Rango(A:B) = 3P El sistemaesincompatible, los planos se cortan dos a dos formando una

superficie prismatica, o bien, dosdelos planos son paralelosy el otro los corta, esta Ultima posibilidad se descarta observando las
ecuaciones, no hay dos proporcionales, se cortardn dos a dos formando una superficie prismatica, comprobemos que las rectas son
paralelas dos ados

p:2x+y+z=0,r:x+2y+2z=1,u:x+y+z=1

Corte entre |os dos primeros: Si a doble de la primera ecuacion selerestalasegundaobtengo 3X =-1P X =-1/3, haciendo
z=1 vy sustituyendo enlaprimeraobtengo Yy =-2X- z=2/3- | ,lainterseccion entrelos dos primeros planos eslarecta

r:(xy,z2=(-1/32/30)+1 (0,- 11

Corteentre el primeroy el tercero: Si alaprimeraecuacion selerestalaterceraobtengo X = - 1, haciendo Z = IT y sustituyendo en
laprimeraobtengo Y = - 2X- Z=2- IT, lainterseccion entre el primer y tercer plano esla

rectaS: (X, Y,2) = (- 1,2,0) + n{0,- 1,1)

Corte entre el segundoy el tercero: Si al doble del tercero leresto el segundo obtengo X =1, haciendo Z =N y sustituyendo en la
terceraobtengo Y =1- X- Z =-n, lainterseccion entre el segundo y tercer plano eslarecta t: (X, Y, z) = (1,0,0) +n(0,- 1,1)
Sin duda setrata de tres rectas paralelas entre si

de corte de lostres planos es P(J,

37.-Halalaposicion relativadelosplanosp : X- 2y+2z- 3=0,r :2x- ay +2z+ b =0 paralosdiferentesvaloresdea y

deb.
Estudiemos el rango del sistema de ecuaciones

_ da -2 1: 34 -2 1: 30

(A:B)= N ° . T
gz-aZ:-b¢g04-aO:-b-6g

S al! 4pb Rango(A) =2=Rango(A:B) b El sistemaes compatibleindeterminado, |os planos se cortan en unarecta

Ssa=4yb=-6P Rango(A)=1= Rango(A:B) b El sistemaes compatibleindeterminado, |os planos son coincidentes

sSsa=4yb?!-6bP Rango(A) =1! Rango(A:B) =2P El sistemaesincompatible, los planos son paralelos

38.- Prueba que unarecta pasapor €l origen si y solo si las coordenadas de uno cual quiera de sus puntos son proporcionales alas
componentes de su vector director.

Laecuacion de unarectaque pasa por el origen puede expresarse I & (X, Y, Z) = | (u,, U,,U;), las coordenadas de uno de sus
puntos se obtienen fijando el valor de | , esdecir A(l u,,1 u,,l U,) esun punto genérico de esarecta, sus coordenadas son
claramente proporcional es alas componentes del vector director de larecta

39.- Discutanse | as posiciones de | os siguientes planos segun los valores del parametrok:
p:x-2y+z=1/2,r:-x+3y-5z=-2,u:5x- 11y +9z =K.

Estudiemos €l rango del sistema asociado

@l -2 1:12 & -2 1: U2 4 -2 1: 12
(AB)=¢-1 3 -5: -2:~0 1 -4 -3/2:~Q0 1 -4 i -3/2- Rengo(a)=2
§5-11 9 : kyz ¥ -1 4 : k-5/25 & 0 0 : k-4y

S k=4P Rango(A:B) =Rango(A) =2b El sistemaes compatibleindeterminado, |os planos son secantesyy distintos , 0
bien, dos coincidentes y uno secante, esta Ultima posibilidad se descarta observando las ecuaciones, no hay dos proporcionales, se
cortan por tanto en unarecta

S k! 4pb Rango(A:B) =31 Rango(A) =2 b El sistemaesincompatible, |os planos se cortan dos a dos formando una

superficie prismatica, o bien, dosdelos planos son paralelosy el otro los corta, esta Ultima posibilidad se descarta observando las
ecuaciones, no hay dos proporcionales, se cortaran dos a dos formando una superficie prismatica

jax+y-3z=0

40-Larectal . |
14x-5y+z=0

es aristade un haz de planos. Calculael valor dea paraqueel planop : 2X+3y- 22=0

estéen el haz.
Laecuacion del haz de planos determinado por larectaesa(ax + y- 3z) + b(4x- 5y+2z) =0b



P (@aa+4b)x+(a- 5b)y+(-3a+b) =0, paraquee plano p pertenezcaal haz deben cumplirse |as ecuaciones
aa+4b =2 |
a-5pb=3 ;’/Si al triplede lasegundasele sumalaterceraobtengo - 14b=7b b=-1/2b a=1/2b a=8
-3a+b=-2],

41- Pruebaquelosplanosp :ax- 2y+2z=0y r : X+ ay - az = Osecortan en unarectar que pasapor €l origen,

cualquierague sea el valor dea.
Estudiemos el rango del sistema asociado

. @ -2 2 : 00 4 a-a: 0 A& a -a : 09

(A:B)=g 0 E o T
1 a -a : Oy - 2 : 0g g0 -2-a +a° : Og

Rango(A) = 2 = Rango(A:B) P El sistemaes compatible indeterminado, |os dos planos se cortan en unarecta, |a calculamos

Multiplicando por a la primeraecuacion y por 2 lasegunday sumando obtengo (a° + 2)X =0bP X =0, haciendo z=1 y

sustituyendo en laprimeraobtengo 2y =ax+2z=2| P y =1 ,losplanos se cortan en larecta

r:(xYy,2) =1(011) quepasapor el origen cualquieraque seael valor dea

42 - Hallar €l plano mediador del segmento de extremos A(5,-4,3) y B(1,-2,1).
Se trata de un plano perpendicular a dicho segmento en el punto medio del mismo

N = AB(-4,2-2)° (-21-1), PM ,,(3-32)
El planoesdelaforma- 2X+ Y- z+ D =0, sustituyendo el punto medio obtenemos fina mente
- 2X+y-2z+11=0

43.- Prueba que la distancia hasta el origen de unarecta que pase por €l punto P(0,0,1) es Sena , siendo & el angulo formado por la
rectay el e OZ.

Unarecta que pase por el punto Ptiene ecuacion I @ (X, Y, z) = (0,0,1) +1 (u,, u,, u,), losvectores OFS(O,O,l) y G(u,,u,,u,)

— 0 ul [0 0 —
tienen producto vectorial OP U(‘l uz’_‘l :ll, 0 lljl) =(-u,u,0), ‘OP' U‘ =.JU; +u; |G|:1/u12 +u; +u;
3 2
oP" 1 T
| i
dOr) =———=F7—— 2 -
L T

Calculemos ahora el angulo formado por larectay e eje OZ, laecuacion deestegjees S: (X, Y, Z) = Ni0,0,1) , los directores de
ambas rectas son los vectores U(U,, U,,U,) y V(0,0,1)

uv _ U, _ u,

O oz e ruze JuR e i

2 2 2

+
sena =4/1- cosza:\/l- Us = bt =d(O,r)

2 2 2 =
U +u, +u Juf+u§+u§

cosa =

44.- Pruebalardlacion U~ (U+V) =0~ V
U(ul’u21u3) ' \7(V1,V2,V3), U+ v(ul +V1,U2 +V2,U3 +V3)

-, .U, V ViU, Vv
G V( 2 2’_U1 1, 1 1
U V3| U3 V3| Uy V,
l]'(l]+\7)(u2 u2+V2’_u1 u1+V1,u1 u1+V1):(u2 V21_ U, Vl’ul 1)20,\7
U Ug+ V| U U +Vg U, Uy +V, U V5| [Us V5 [U, 2

iX-2y-2z+2=0
45- Seanr y slasrectassiguientes: I : | ,S:(d-1,2+1 -1) . cdcula
i2x-y+z-1=0

a)El plano que pasapor r y esparalelo as. ¢Qué particular tiene s?. b) El plano que pasa por el punto P(1,0,2) y esparaleloary as.



a) Comenzaremos expresando larectar de otro modo, el menor de orden dos correspondiente alos coeficientesdex y zen las

ecuaciones implicitas es no nulo, en efecto

j:l =1+ 2 =3, haciendo Y = I obtenemos sumando | as dos ecuaciones

3x- 3y+3=0P Xx=-1+ 1, despejando en lasegunda ecuacion obtengo Z = - 2X+ Yy +1= 3 - IT, larectapuede
expresarse I & (X, Y, 2) = (- ,0,3) + n{1,1,- 1), e plano que pasapor r y es paralelo astiene ecuacion
p:(xY,2) =(-103) +nf{L1- 1) +1 (- 11,0), puede comprobarse sin problemas que las rectasr y s se cruzan, pero ademas,

el angulo que forman entre si es de noventa grados puesto que el producto escalar de sus directores es cero, se trata de dos rectas que
se cruzan y que al mismo tiempo son perpendicul ares entre si
b) Expresemos €l plano 0 en formageneral

x+1 1 -
y 1 =z-3+y-(-z+3- x-1)=x+y+2z-5=0

z-3 -1 O

El punto P pertenece a este plano, laidea era encontrar un plano paralelo a plano P en el punto P, el propio P es el plano deseado
i3x- y+2z=1

46.- Estudiar laposicion relativadel planop : 2X- S5y+az=-2 ylarectal : { segun losvaloresdeay deb.
i X+4y+z=Db

Expresemos larectade otraforma, el menor de orden dos correspondiente alos coeficientes de x y z en las ecuaciones implicitas de la

rectaes no nulo, en efecto =3- 2=1, haciendo Y = y restando ala primera ecuacion el doble de la segunda obtengo

X-9y=1-2bb x=1- 2b+9l , despejando en lasegundaobtengo Z=b- X- 4y =3b- 1- 13| , larectapuede
expresarse I & (X, Y,2) = (1- 2b,03b- 1) +1 (91,- 13), G(9.1,- 13), N(Z,-S, a), G-N =18- 5- 132 =13- 13
S al 1b Larectacortaa planoen un punto

S a=1P Larectaseraparalelao estaracontenidaen el plano segin los posibles valores de b, concretamente para que esté
contenida tendra que verificarse laecuacion 2(1- 2b)- 0+ 30-1=-2P 2- 4b+3b- 1=-2P b =3, obtenida
sustituyendo en el plano un punto de larecta

47- Seae punto A(1,0,4), e planop : 2x- y+3z=1ylarectar : (1+2l ,-8+3 ,2+5l ), trazanosunarectasparalelaa
ry que pase por A. Determinar el punto de interseccion delarectasy el plano P .

s: (X, Y,2) = (1,04) + n{2,3,5) , paracalcular lainterseccion delarectasy e plano P sustituimos en el plano las ecuaciones
paramétricasdelarecta 2(1+2n) - 3mt 3(4+5m) =1pP 2+4m 3m+12+15m=1P m=- 13/16, e punto de corte
es P(-5/8,-39/16,-1/16)

48.- Probar que los puntos medios de | os lados de un cuadril atero son siempre |os vértices de un paral el ogramo.
Consideremos el cuadrilatero de vértices A(ay, a,,a;), B(b,,b,,b,), C(c,,c,,c;), D(d;,d,,d;) cuatro puntos coplanarios
del espacio tridimensional, los puntos medios de |os lados son respectivamernte:

+b a,+ + +c a,tcC +c b +d +d, b,+d
pm, (Bt 2D B thy py AYG B *G A tG, oy (Bitd b *d, btds

2 2 2 2 2 2 2 2 2

+ + +
PMCD(Cl 2d1 , % 2d2 ,03 2d3) , ahora calculemos dos vectores
PMACPMAB(bl _2 G , b, _202 , b, -203), PM, PMBD(bl _ch , b, -202 ,b3 _203) , los vectores son iguales, por tanto los

puntos medios del cuadrilatero son los vértices de un paralelogramo

49.- Determinala ecuacion de un plano P paralelo a plano quetiene por ecuacion I © X- 2y + 32+ 6 =0 y quedista12 del

origen.
Bl plano buscado tendra por ecuacion X - 2y +3z+ D = 0, calculeremosD con la condicion pedida
D D
dO,p) = | | = | | =12p |D| =12/14 b D =+12+/14, son dos | os planos buscados

V1+4+9 14
p:Xx- 2y+32+12«/ﬁ=0,p’: X-2y+3z- 12,14 =0



50.- Dado un cubo de lado 6 cm. hallala minima distancia de una diagonal del cubo a unadiagonal de una de sus caras, sabiendo que
las rectas de ambas diagonal es se cruzan.
Consideramos el cubo con un vértice en el origen de coordenadas y sus caras apoyadas en |os planos coordenados, ladiagonal del

cuboeslarectar : (X, Y,2) =1 (11,1) comosehizoenel gercicio 27, esarectaesindependiente de laaristadel cubo, ahora
necesito ladiagonal de unade sus caras que se cruce con larecta anterior, por ejemplo larecta que unalos puntos A(6,0,0) y B(0,0,6),

ambosen el plano y =0, AB(- 6,0,6)° (-1,01), s: (XY, 2 =(6,0,0) + n{- 1,0,1) , laecuacion de un plano que contenga a
larectar y seaparaeloalarectases P : (X, Y, 2) =1 (1,1,1) + nf- 1,0,1) , laecuacion general de este plano se obtiene de

X 1 -

y 1 0=x-y-(-z+y)=X- 2y+2z=0,ahoracalcularemosladistanciade un punto delarectas aeste plano

z 1

d(Ap)=L=i6=£

ix=13+12 i X=6
51.- Calculaladistanciaentre las rectasr y ssiguientes: I - % y=2 , S % y=6+m
1 z=8+1 1 z=-9

Estudiemos primero su posicion, los vectores directores U(12,0,1) y V(0,1,0) no son proporcionales, |as rectas se cortan en un

punto o se cruzan, parasalir de dudas tomemos un punto en cadarecta A(13,2,8) y B(6,6,-9), el vector AB(- 74,-17) y e

12 0 -7
determinante | 0 1 =-204+7=-1971 OP Lasrectassecruzan
10 -17
Un plano que contenga alarectasy seaparalelo alarectar es P : (X, Y, 2) =(6,6,- 9) + n40,1,0) + 1 (12,0,1), lo expresaremos
Xx-6 0 12
enformageneral [Y- 6 1 0 =x-6-12z-108=x- 12z- 114 =0, por tltimo calculamos la distancia de un punto de
z+9 0

p2-12-114 _ 114

larectar aeste plano d(A’p) = \/1+0+]_44 «/145

52.- Dos caras de un cubo estdn en losplanos P : 2X- 2y+z-1=0y r :2X- 2y +z- 5= 0. Cdculael volumendel cubo.
Se trata de dos planos paralelos, laarista del cubo esladistancia entre estos planos, tomaremos un punto en el primero, por ejemplo

g s 9

= —, el volumen del cubo es c-~+
e3

Ja+4+1 3 5

53.- Dalas componentes de un vector que sea perpendicular alasdosrectasf @ (2+3l -51+2l ) y s: (- 1+2nmdm 3).
Setrata sin duda del producto vectorial de sus vectores directores G(3,0,2) y V(2,4,0)

0 3'1_3 5113 2

2 2 0 4
54.- Dado el plano determinado por larecta I : X = Y = 0 y el punto A(-2,1,-1), hallalaecuacion de larectas que siendo
perpendicular a plano, pase por €l punto A. Calculael &nguloqueformasconlarectat: X- y=X+y=z+1.
Expresemos larectar enotraforma t @ (X, Y, z) =1(0,0,), el plano determinado por larectar y el punto A

A(0,0,1) y calcularemos su distanciaal otro plano d (A, r ) =

0 ( ) = (- 84,12)

esp:(XY,2) =1(0,01) + ni- 2,1,- 1), donde el segundo director es el vector que une el origen de coordenadas con el punto A



x 0 -2
el plano en formagenerd es|y O =-2y- X=0,p:Xx+2y =0, unarectaperpendicular a plano tiene como director
z 1 -
a vector normal a plano, larectaespor tanto S: (X, Y, 2) = (- 21,- 1) +a(1,2,0)
Ahoratocaexpresar larectat de otro modo
X-y=x+yb y=0
X+y=z+1b xX+y-2z-1=0
t:(xY,2) =(30,0) + b(1,01), nosquedacalcular el angulo que forman lasrectassy t, setratadel que forman entre si sus
vectores directores U(1,2,0) y V(1,0,1)
av _ 1+0+0

why CJ1+4+0- «/1+0+1 «/_

haciendo Z= D obtenemos X =z+1=1+ b, larectaes

cosq =

P q»71°3354~

55.- Determina | as condiciones que deben cumplir ay b paraquelostresplanosp :ax+ z- 1=0,r : x+bz+2=0,

u:+/5x+3y+2z- 3=0 secorten en un punto. Haciendo a =2 y b =1, obtén la ecuacion continua de la recta determinada

por los dos primeros, asi como el angulo que éstaforma con el tercero.
L ostres planos se cortaran en un punto en el caso de que la matriz de coeficientes del sistema asociado tenga determinante no nulo

a 0
|A=| 1 0 b=3-3ab: 00 ab1
V5 3 2
Haciendoa=2yb=1,p:2x+z-1=0,r : X+ z+ 2=0, larectadeterminada por estosplanosseobtienerestando

ambas ecuaciones X- 3=0P x=3P z=-5,y=1I larectaesr : XTS—%— 5 , € dngulo que forma esta recta con
. +13+0.
el tercer plano se obtiene de sena = 0/5+13+02 = 3 :Ep a =45°

JO+1+0+/5+9+4 3J2 2

56.- Hallalaecuacién del plano cuyo punto mas préximo al origen es P(-1,2,3).
Setrata de un plano perpendicular al vector que une el origen con P en dicho punto

OFS(- 1,2,3) = N, el planoesdel tipo - X +2y +3z+ D = 0, calculamosD sustituyendo el punto P
p:-Xx+2y+3z-14=0

57.- Determinalaecuacion del plano cuyo punto més proximo a origen es P(1,3,2).

Igua a anterior X +3y+2z+D =0bP p:x+3y+2z-14=0

58.- Calcular: a) El plano que pasapor P(3,2,1) y Q(3,1,-5) y es perpendicular a planop : 6X+ 7y +2z2 =10

b)El plano que pasapor R(1,-2,-1) y S(2,5,6) y esparalelo a /e OX

¢) El plano que pasapor A(2,2,1) y contienealarecta I : (21 ,4- 1 ,0).

a) Uno de los vectores directores del plano sera PQ(O,- 1,- 6) , d otro serael vector normal del plano p , N(6,7,2)
El plano pedidoes (X, Y,2) =(32,1) + | (O,- 1,- 6) + n{6,7,2)

b) Laecuacion del gje OX es S: (X, Y, Z) =N(1,0,0) , su director serduno de los directores del plano, el otro serael vector
FS(]-!?!?) €l p|an0 €s (X1 y: Z) = (11- 2;‘ l) + a(lolo) + b(]-!?a?)

¢) B(0,4,0) esun punto delarectar, el vector AB(- 2,2,- 1) esuno delosdirectores del plano pedido, € otro serael director dela

rectar, de modo que el planoes (X, Y, 2) =(2,2,) +d(- 22,-1) + e(2- 1,0)

59.- Hallar la ecuacion del plano que pasa por P(2,1,-1) y Q(-3,0,2) y es perpendicular al plano que proyecta ortogonalmente larecta
PQ sobreel planop : z=0.
El plano buscado es perpendicular al plano P , de modo que el vector de este plano seré uno de los directores del plano buscado, €l

otro sera el vector PQ(- 5-13), e planodeseadoes (X, Y,2) =(2,1,- ) +1 (0,01) + nt- 5,- 1,3)



60.- Hallar laecuacion delarectar que pasapor P(3,-1,0), es coplanariacon larecta S: (21 1- 2| 5l ) y paralelaal plano
p:-3x+y-4z+4=0.

El plano al que pertenecen lasrectasr y sestambién el plano que pasa por el punto Py contiene alarectas, Q(0,1,0) esun punto de

larectas, PQ(- 3,2,0) esuno delosdirectores del plano, el otro es el director delarectas, el plano buscado es
r(x,y,z) = (010) +a(- 32,0) + b(2-25), lo pasamos aformageneral y obtenemos

X -3 2
y-1 2 - 2=10x+6z- (4z- 15y +15)=10x+15y + 2z- 15=0, e vector director de larecta que buscamos es

z O
perpendicular alos vectoresnormalesdelosplanosP y I' , su producto vectorial seré por tanto el vector deseado

N(- 31-4), M (1015,2), N* M( 1133 19rs 10)—(62 34,- 55)
Ly ’ ¥ l ’ _ 4 2) _ 4 21 1 15 - 1 ]
larecta pedidaes (X, Y, Z) =(3,- 1,0) + n{62,- 34,- 55)
ix=2+3
. i i Xx-3y+z+2=0
61- Calculael angulo queformanentresi lasrectast : | Yy=1+2l y s:j

[ =g 74x+2y-3z+1=0
L z2=4-

Comenzaremos expresando larecta s de otro modo: el menor de orden dos correspondiente alos coeficientesdex y zen las

ecuaciones implicitas de larectaes no nulo, en efecto

j =-3- 4=-7, haciendo Y = IM"y sumando al triple delaprimera

ecuacion lasegunda obtenemos 7X- 7y+7=0P X =-1+ 17, despejandoenlaprimera Zz=-2- X+3y =-1+21r
larectaes S: (X, Y, 2) = (- 1,0,- 1) + n{1,1,2) , el angulo pedido se obtiene de

31+21- 12 _ 3
JO+4+14/1+1+4 /84

cosa = P a»70°%336"

62.- Calcular el dngulo que forman entre si el plano que pasa por los puntos A(1,-2,1), B(3,1,2), C(-1,5,1) y € plano
p:A+2l +nm2-1 +2m-1+3 +n).

Habréa que expresar ambos planos en forma general, empezemaos por el que pasa por los puntos A, B,y C

x-1 2 -2
AB(231), AC(-270),|y+2 3 7/=14z-14- 2y- 4- (-62+6+7x- 7)=-7Xx- 2y+20z-17=0
z-1 1
x-1 2
Sigoconp,|y-2 -1 2/=-x+1+4z+4+3y- 6- (-z-1+2y-4+6x-6)=-7x+y+52+10=0
z+1 3
- 7(-7)- 21+205 147

cosa = P a»37°624"

JA9+4+400+/49+1+25 /33975

63.- Calcular el angulo queforman entresi larecta r : (2- 31 1+2l [ 4- 1) yelplanop:3x- 8y+z+5=0.
-33+2(-8-11 _ -26

- = b a»-535246"
JoO+4+14/9+64+1 +/1036

64.- Determinar la posicion de las siguientes rectas calculando el punto de corte en su caso, asi como el angulo que forman entre si
ar:(2+41,31- 1)y s:(2+2m3+2nl+ )

byr:(31,2-1,-1+1) y s:(1+4m 2+ m3- 3n).

a) Sus directores 1i(4,0,- 1) y V(2,2,1) no son proporcionales, entonces |as rectas se cortaran en un punto o se cruzaran
A(2,3,1) y B(2,3,1) son puntos de la primeray segundarecta, son iguales, por tanto las rectas se cortaran en ese punto



42+02-11 7
J16+0+1-/4+4+1 +/153

b) Sus directores a(3,- 1,1) y 6(4,1,- 3) no son proporcionales, entonces |as rectas se cortaran en un punto o se cruzaran

cosa = b a»55322°

C(0,2-1) y D(1,-2,3) son puntos de la primeray segundarecta, Clj(l,- 4.4)

3 4

-1 1 -4=12-16+3-(1-16+36) =-1- 21=-22* 0P Lasrectassecruzan
1 -3

cosh=— A1) _ 8 o\ eruey

Jo+1+1/16+1+9 /286

X-2z- p=0 i X+z-1=0
y Sii
i y+z-3=0 %y-ZZ-q:O
a) Estudiar lacondicion que deben cumplir p y g para que sean coplanarias
b) Determinar p y q paraque el plano pase por e punto P(1,1,1).
Expresemos primero | as rectas de otro modo
Enlarectar, haciendo Z=1 obtenemos X =p+2l , y=3-1 ,r:(xYy,2)=(p,30) +1 (2,-11)
Enlarectas, haciendo Z = IT obtenemos X =1- 1r, y =q+2m, s:(X,Y,2) =(1,q,0) + n§- ,21)
a) Los vectores directores de las rectas no son proporcionales, éstas se cortaran en un punto o se cruzaran

y— —

65.- Dadaslasrectas I .

A(p,3,0) y B(1,9,0) son puntosder y s, respectivamente AB(l- p,q- 30)

2 -1 1-p
-1 2 gq-3=-g+3-1+p-(2- 2p+29-6)=3p-3q+6=0P p- q+2=0 paraque sean coplanarias, en
1 1 0

otro caso se cruzarian
b) Calculemos la ecuacion del plano que contiene aambas rectas, se trata del plano que contiene aunade ellas, por gjemplo la
primeray es paralelo ala segunda
p:(XY,2)=(p30) +I (2-11) + ni- 1,2,1) , expresemos ese plano en forma general

X-p 2 -

y-3 -1 2=-X+p+4z- y+3- (z+2y- 6+2x+2p)=-3x- 3y+32+9- p =0, ahoraleimpondremos

z 1
que pasepor € puntoP(1,1,1) P -3- 3+3+9- p=0b p=6yQq=8
i X-y+z-1=0

66.- Se consideran lasrectas I . |
12X+y-2-2=0
contengaar y seaperpendicular as. Calcular en tal caso dicho plano.

Se tratara de un plano que pertenezca al haz de planos determinado por larectar y sea perpendicular alarectas
Comenzaremos por encontrar la ecuacion del haz de planos definido por larectar

a(x-y+z-1)+b(2x+y-2z-2)=0pP (@+2b)x+(-a+b)y+(@- b)z- a- 2b =0, paraque un plano del

haz sea perpendicular alarecta s debe suceder que su vector normal seaparalelo al director de larecta, de modo que

a+2b _-a+b _a-b
3 2

- %ax- Gay+6az+9%a=0P -9x- 6y+6z+9=0 esel plano buscado, ahora podemos calcular el valor dea

-a+b:a- bp j:ﬁp a=-2
2 a 2 a

y S:(2+3l ,-1+2l ,al ). Cacular a paraque existaun plano que

,delaprimeraigualdad sededuce 2a +4b =-3a+3b P b=-5ab

67.- Hallar larectaque pasa por el punto P(1,0,1) y se apoyaen las rectasr y ssiguientes:
r eslarectaque pasapor €l origeny esperpendicular al planop : X+y+2z-1=0
seslarectaintersecciondelosplanos I : X- y+1=0yu:x+2y+z=0.
Comenzaremos calculando lasrectasr y s



re(xy,z =111y
Haciendo Y = I obtenemos X =- 1+ 1, z=-X- 2y =1- 3mr

s:(xYy,2=(-10)+ n{11-3)
L arecta que buscamos se obtiene como interseccién entre dos planos, el que pasa por Py contienealarectar y el que pasapor Py
contienealarectas

0(0,0,0) esunpuntoder, OFs(l,O,l) , (% Y,2) =(1,0,1) +a(1,11) + b(1,0,1) esuno delos dos planos

A(- 1L0,1) esunpuntodes, AFS(Z,O,O) , (% Y,2) =(1,0,1) +d(1,1,- 3) + €(2,0,0) ese otro, los expresaremos en forma
general y acaberemos cal culando la recta interseccion de ambos

x-11 x-1 1 2
y 1 0=x-1+y-(z-1+y)=x-2z=0,| y 1 Q=-6y-(2z-2)=-6y-2z+2=0
z-11 z-1 -3 0O

haciendo Y =N obtenemos Z=1- 3, X =1- N, larectabuscadaest: (X, Y, 2) = (40,1 +Nn(-31,- )

iX-y+z-1=0

68.- Hallar laecuacién de larectar que pasapor €l punto P(1,1,0), es perpendicular alarecta S: | 5 )_/'_ 120 y esparaelaal
T eX+ty-1=

planop :X+y+2z=0.

Comenzamos expresando larecta s de otro modo: haciendo X =1 obtenemos y =1- 2| ,z=1- x+y=2- 3

s: (X Y,2)=(012) +1 (1,- 2,- 3), e vector director de larecta que buscamos es perpendicular a U(1,- 2,- 3) director dela

rectas y a N (1,2,2) vector normal del plano P , calcularemos el producto vectorial de ambos vectores

-2 1
-3 1|37
69.- Hallar ladistanciadel punto P(1,3-2)

a)alarectar : (-2+41 31- |1 ).b)aplanop:x+y+2z2=0

0" N(

9 1‘) =(1-473),larectapedidaesr : (X, Y, z) = (1L1,0) + ni1-4,3)

a) A(-2,3,1) esun punto delarectar , AF3(3,O,- J),u(4,0,-1), AP’ a(

0O O 3 3
5 412 4 gree

AP o fovsiro_ o
o~ Jie+o+1 17
1434

Ji+1+4

70.- Hallar la ecuacion de larecta que pasa por €l origen de coordenadas y por el punto de interseccién de lasrectas
r:@-1,-1+1,-1)ys:(2+2mL+ m2+ 3mn). Caculemos primero e corte entre las dos rectas resolviendo
x=1-1 =2+2m

y =-1+| =1+ msumando |as dos primeras obtenemos 0 = 3+ 3mP M=- 1P P(0,0-1) esel corte de ambas
z=-1 =2+3m

OFS(O,O,- 1),t:(XY,2=d(0,0,- 1) eslarectapedida

d(P,r) =

b)d(P,p) =

O P El punto P se encuentraen el plano P

71.- Hallar las ecuaciones delas rectasr y sparalelasalos ges OX e QY respectivamente, e incidentes con el punto P(-3,4,0).
Laecuaciondel e OX es (X, Y,2) =a(1,00), r: (x,Y,2) = (- 34,0) +a(1,0,0)
Laecuacion del e OY es (X, Y, 2) = b(0,10), s: (X, V¥,2) =(-34,0) + b(0,1,0)

I X=1+m
72.- Hallar las rectas proyeccion ortogonal delarecta I : % Yy =2m sobrelos planos coordenados.
1z=3-2m



Empecemos con €l plano OXY de ecuacion Z = O, larectar lo cortaen el punto P(5/2,3,0), proyectemos ahora otro punto de la recta
A(1,0,3) en e plano, larectaperpendicular a planoen A es (X, Y, z) =(1,0,3) +a(0,0,1), lacorteremos con €l plano obteniendo

el punto B(1,0,0), PB(- 3/2,-30)° (1,2,0), larectaproyeccion der es (X, Y, Z) = (1,0,0) + b(1,2,0)

Seguimos con el plano OXZ de ecuacion Y = 0, larectar lo cortaen el punto A(1,0,3,) proyectemos ahora otro punto de larecta
C(2,2,1) en & plano, larectaperpendicular a planoen Ces (X, Y, Z) = (2,2,1) + d(0,1,0) , lacorteremos con el plano obteniendo
el punto D(2,0,2), Alj(ZLO,- 2) , larectaproyeccionder es (X, Y, 2) = (2,01) +&(10,- 2)

Acabamos con el plano OYZ de ecuacion X = 0, larectar lo cortaen e punto E(0,-2,5) proyectemos ahora otro punto de larecta
A(1,0,3) en €l plano, larecta perpendicular a planoen A es (X, Y, z) =(1,0,3) +t (1,0,0) , lacorteremos con el plano obteniendo

el punto F(0,0,3), EF>(O,2,- 2) , larectaproyeccion der es (X, Y, ) = (0,0,3) +u(0,2,- 2)

73.- Hallar €l plano que contiene al gje OY y formaun angulo de % radianes con €l gje OX.

Necesito un punto P en el plano OXZ verificando que larecta que une el origen con dicho punto también forme angulo de 30° con €l
geQY, por giemplo P(«/§,0,1) , acabo con el plano que contiene al gje OY y al punto P

(%, y,2) =1 (01,0) + n{~/3,01)

74.- Estudiar las posiciones relativas de | os siguientes planos para l os posibles valores de a:

p:ax+ay+z=1,r:x+ay+az=1,u:ax+y+az=1
Estudiemos €l rango del sistema asociado

@ a 1: 16 ol a a: 1o o a a : 16 od a a : 16
(ASB):gl a a ‘: 1;~ga 1 a 1;»-80 1-a® a-a* : l—a;~go 1-a a-1:  0:~

&%a 1 a ily & a 1 1z & a-a® 1-a®> i l-ayz & a-a° 1-a* | 1-ag
o a a : 16
~ go 1l-a a-1 : 0+
0 0 1+a-2a° : 1-ag
S a=1P Rango(A)=1=Rango(A:B) P Lostres planos son coincidentes
Sa=-1/2p Rango(A) =21 Rango(A:B) =3P Losplanos se cortan dos a dos formando una superficie prismética o

bien, dos son paralelosy el otro los corta, esta posibilidad se descarta puesto que no hay dos planos proporcional es, se trata entonces
de tres planos que se cortan dos a dos formando una superficie prismatica

Sallya?!-1/2b Rango(A)=3= Rango(A:B) P Losplanos se cortan enun punto



